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Argument

Aproape toate problemele de geometrie competitivd necesitd, intr-un fel
sau altul, utilizarea unor constructii auxiliare. Totusi, elevilor nu le este usor
sd identifice constructia optimd deoarece, la clasa, nu sunt antrenati sd rezolve
probleme folosind aceastd metoda.

In unele probleme sunt mai multe posibilititi de a realiza o constructie
auxiliard si, poate, nu ne este clar imediat care este cea mai bund. Adesea nu
conteazd: multe probleme pot fi rezolvate in diferite moduri, utilizand diverse
constructii auxiliare. Unele abordari pot fi mai eficiente ca altele. Existenta mai
multor solutii care conduc la aceeasi concluzie este una dintre satisfactiile re-
zolvdrii problemelor de geometrie. Elevii pot invdta la fel de multe din oricare
dintre solutiile diferite propuse pentru aceeasi problema.

Cadnd o problemd cere constructie auxiliard, dificultatea ei creste, provo-
carea constind in a decide in ce mod sa completam figura dat3, astfel incit acest
lucru sa ne ajute, simplificind demonstratia si nu complicind-o. Cele mai fru-
moase probleme de geometrie nu necesitd acumularea unui bagaj exagerat de
cunostinte teoretice, ci utilizarea rezultatelor fundamentale din matematica,
dublate insa de capacitatea rezolvitorului de a completa desenul problemei cu
puncte, drepte, segmente, poligoane, cercuri. Acest lucru cere multa creativi-
tate, dar rezultatele sunt pe masura.

Cartea are un caracter metodic, propundndu-si sd initieze cititorul in uti-
lizarea constructiilor auxiliare, Parcurgind riandurile acestei lucrari, elevii vor
descoperi placerea de a gdsi constructia auxiliard cea mai potrivita pentru
rezolvarea problemelor de acest fel. Anumite probleme de geometrie nu se pot
rezolva decdt prin metoda constructiilor auxiliare. Noutatea lucrarii constd in
abordarea temei alese pornind de la o clasificare a problemelor de acest tip in
functie de constructia auxiliard folositd in demonstratie. Cartea de fatd contine
probleme variate atit ca grad de dificultate, cat si din punct de vedere al
tipului de constructie auxiliara folosit.

Prima parte contine o privire de ansamblu asupra metodei. Sunt prezen-
tate rezultate cunoscute a caror demonstratie utilizeaza constructii auxiliare si
cateva probleme frumoase insotite, fiecare, de mai multe solutii. Partea a doua
cuprinde probleme propuse, grupate in opt categorii, in functie de constructia
auxiliard utilizatd in rezolvarea acestora. Partea a treia contine indicatii pri-
vind constructia auxiliard aleasd, iar in partea a patra sunt prezentate solutii
detaliate ale problemelor propuse.



Aceasta clasificare a constructiilor auxiliare este orientativd, aviand unele
mici neajunsuri. In primul rind, existd probleme ale ciror demonstratii contin
constructii incadrate in capitole diferite si care conduc la acelasi desen. De
exemplu, constructia simetricului unui punct fatd de mijlocul unui segment
este, din acest punct de vedere, echivalenta cu constructia unui paralelogram.
In al doilea rand, existd probleme care necesitd doud sau mai multe constructii
auxiliare. Pe acestea le-am incadrat in categoria care contine tipul de construc-
tie cel mai complex dintre cele folosite.

Cu toate acestea, consideram cd lucrarea de fatd este foarte utild pentru dez-
voltarea abilitatii elevilor de a rezolva probleme de geometrie folosind constructii
auxiliare. Ideea unei constructii optime nu poate veni decdt ca rezultat al unei
experiente bogate in rezolvarea unor astfel de probleme.

Autoarea



PARTEA INTAI
SCURTA PREZENTARE GENERALA

I. Prezentare generala a metodei

Cand o problema de geometrie cere constructie auxiliara, dificultatea ei
creste, provocarea constand in a decide in ce mod sda completam figura data,
astfel incat acest lucru sa ne ajute, simplificind demonstratia si nu compli-
cand-o. Folosirea constructiei auxiliare indica o intelegere profunda a geome-
triei. Desenele sunt elemente pentru cercetare, completarea acestora dovedind
dobandirea unor abilitati creative foarte importante in rezolvarea problemelor
de geometrie.

Prezentam, in continuare, cateva sfaturi utile in rezolvarea problemelor
de geometrie in general si in special in rezolvarea problemelor care necesita
constructii auxiliare:

Cand nu gasesti raspunsul imediat, Incearca sa afli ce poti. Se poate sa
gasesti ceva care sa te conduca la concluzie. Mai mult, poti afla ceva
mai interesant decat cerinta problemei.

Sa rezolvi o problema In doua moduri diferite este o cale foarte buna
sa verifici corectitudinea solutiei.

Cateodata, utilizarea metodei reducerii la absurd este mult mai usoara
si mai eficienta decat demonstratia directa.

In probleme mai complicate de geometrie marcheazi laturile congru-
ente si unghiurile congruente pe masura ce le descoperi, Indeosebi pe
cele care nu sunt evidente.

Cand nu ajungi la rezultat intreaba-te ce informatie din ipoteza nu ai
folosit.

Incearci si rezolvi o problema mai usoari, inruditd cu problema data.
Selecteaza o parte a conditiilor din ipoteza, realizeaza un desen doar
cu aceste date si poate obtii ceva folositor.

Adesea este bine sa incerci cateva exemple Tnainte de a demonstra un
rezultat general. Aceste exemple pot fi o buna cadlduza in a descoperi
raspunsul cautat.

Uneori, parcurgand intai drumul Tnapoi de la concluzie spre ipoteza,
vei putea descoperi solutia problemei.

Daca nu vezi rezolvarea problemei imediat, nu abandona. Este util sa
faci cateva observatii, scrie alaturi demonstratiile acestora si, poate,
vei reusi sa combini aceste rezultate pentru a completa rezolvarea
problemei.



In problemele de geometrie, explorarea acestora cere si realizezi un de-
sen mare si curat, respectand masura unghiurilor, lungimile laturilor
fiind proportionale cu cele din enunt. Cand gasesti o noua informatie ar
trebui sa refaci desenul folosind noile date. Acest fapt te ajuta foarte
mult In rezolvarea problemei.

Unind puncte care initial nu au fost unite poate fi extrem de util. Asta
nu inseamna sa unim toate punctele din desen. Cauta segmente care
pot fi de ajutor in demonstratie, cele care unesc puncte importante sau
cele care formeaza unghiuri, triunghiuri, patrulatere despre care poti
afla ceva imediat.

Daca ai doua dintre liniile importante in triunghi (de acelasi tip), ar
trebui sa folosesti proprietatea punctului de intersectie si sa constru-
iesti a treia linie de tipul respectiv.

Cand te-ai blocat intr-o demonstratie, noteaza masura unuia dintre
unghiuri cu o variabila si incearca sa afli alte masuri de unghiuri in
functie de aceasta variabila. Formeaza o ecuatie pentru a afla variabila.
In multe probleme de geometrie existi informatii ascunse vederii. Pre-
lungind segmente care par sa se termine brusc (in special In interiorul
unui triunghi sau patrulater) poti obtine rezultate deosebite.

Dreptele paralele sunt utile in problemele care implica unghiuri, deci,
uneori, vei adauga noi drepte paralele in desen.

Spargand un unghi, un segment, o suprafatd in mai multe parti, de
multe ori poti afla informatii folositoare demonstratiei.

0 constructie auxiliara foarte utilizata este perpendiculara dintr-un punct
pe o dreaptd. Scopul tau este sa construiesti triunghiuri dreptunghice
sau dreptunghiuri ale caror proprietdti sa le exploatezi in demonstratia
ta. De asemenea, poti evidentia distantele de la un punct al bisectoarei
unui unghi lalaturile unghiului, folosind faptul ca acestea sunt egale.
Unghiurile cu masurile de 30°, 60°, 45°, chiar si suplementele lor, sunt
adesea bune pentru a construi triunghiuri dreptunghice cunoscute.
Poti face acest lucru ducand perpendiculare sau prelungind segmente.
Dac3, intr-o problema, se da mijlocul unui segment, este util sa evi-
dentiezi mijlocul unui alt segment care are cu segmentul dat un capat
comun, obtinand astfel o linie mijlocie intr-un triunghi, linie ale carei
proprietati le vei folosi in rezolvarea problemei.

Tot in cazul de mai sus, poti construi un segment al carui mijloc coincide
cu mijlocul segmentului dat, obtinand astfel un paralelogram de propri-
etatile caruia vei beneficia In demersul tau pentru obtinerea rezultatului.
Daca ai utilizat cu succes o anume tactica pentru a obtine noi infor-
matii, dar nu ai rezolvat inca problema, incearca sa utilizezi aceeasi
tactica intr-o alta situatie. Poti obtine noi informatii utile.
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PARTEA ADOUA

PROBLEME PROPUSE

CAPITOLULI
CONSTRUCTIA UNUI SEGMENT

I.1. In patratul ABCD de laturd 5 cm, se considerd punctele £€(BC), FE(CD),
astfel incitt mEAF = 45°. Dacd aria ACEF este 3cm?, calculati aria AAEF.
(O.M. Etapa locala Olt 2013 - cls. VII)
1.2. Se considera AABC cu AB = ACsi mBAC = 900°. Fie D€ (BC), astfel incat
AD 1 BC. Bisectoarea ABC intersecteazi dreapta ADin [ Demonstrati cd BA +
+ Al =BC.
(O.M. Etapa nationald 2013 - cls. VI)
1.3. Fie patratul ABCD si punctele £ € (BC), FE (DC). Dacd mBAE =150 si
mDAF = 30°, determinati mAEF.
(O.M. Etapa locala Hunedoara 2012 - cls. VII)
4. In triunghiul ABC consideram punctele M, N€(AF), P, QE(BC) si S,
RE(ACQ), astfel incat AM= CR, AN= CS, MQB = RQC si NPB = SPC. Aritati ci
daca MQ+ QR= NP+ PS, atunci triunghiul ABCeste isoscel.
(O.M. Etapa nationald 2014 - cls. VI)
L.5. Se considera rombul ABCD. Punctul /este centrul cercului inscris in AABC.
Daca AB + Bl = A(, aratati ca patrulaterul ABCD este patrat.
(Concursul ,José Marti” 2012 - cls. VII)
L.6. Se considera AABC si AADC, astfel incat Bsi D sunt de o parte si de alta a
dreptei AC, ABC = ADC si AB+ AD= BC+ CD. Aritati cd AABC = ACDA.
(O.M. Etapa judeteana Hunedoara 2011 - cls. VI)
L.7. Se considera un AABC echilateral si punctele D si £ astfel incat Ce (AD),
C € (BE), BD= DE:Demonstrati ca AD= CE.
(Concursul RMCS 2011 - cls. VII)
1.8. Se considerd AABC cu mBAC =80° si AB = 3 - AC Demonstrati ci
mACB>75°.
(O.M. Etapa judeteana Giurgiu 2010 - cls.VI)
1.9. Se considera patratul ABCD si E€(CD). Bisectoarele unghiurilor BAE si
DAE intersecteazi laturile (BC) si (CD) in punctele Msi respectiv V. Aritati ci
MN L AE.
(O.M. Etapa locald Mehedinti 2010 - cls. VII)
1.10. Fie AABC isoscel, AB = AC si punctul P situat In exteriorul triunghiului,
dar in interiorul BAC. Daci APB = APC si ABP, ACP sunt obtuze, demonstrati
ca BP= CP.
(O.M. Etapa localda Braila 2009 - cls. VII)
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I.11. Patratul ABCD are latura de 1 cm. Fie P€(AB), Q€(AD), astfel incat
perimetrul AAPQ sa fie 2 cm. Demonstrati ca mPCQ = 45°.
(O.M. Etapa judeteana Dambovita 2009 - cls. VI)
1.12. Fie AABC echilateral si punctul D situat pe latura (AC). Bisectoarea ABD
intersecteaza paralela prin 4la dreapta BCin punctul £ Aratati ca AE+ DC= BD.
(Concursul ,Alexandru Myller” 2009 - cls. VII)
.13. Se considera patratul ABCD si punctul £ pe latura 4B. Diagonala AC taie
segmentul DEin punctul 2. Perpendiculara dusa din punctul Ppe DFEintersec-
teaza latura BC1in punctul £ Demonstrati ca £EF= AEF+ FC.
(O.M. Etapa judeteana 2008 - cls. VII)
[.14. Pe laturile patratului 4BCD se iau punctele £€(BC) si FE(DC), astfel
incat BE + DF = AE. Aritati cd DAF = FAE.

(Concursul ,Academician Radu Miron” 2008 - cls. VII)
1.15.1n AABC, AB =6 cm, BC= 4 cm si mABC = 60°. Aratati cd AM = AC, daca
[AM] este mediana AABC.

(O.M. Etapa locala Neamt 2007 - cls. VI)
1.16. Triunghiurile AABC si AMNP au perimetrele egale. Daci 4 = M si AB= MN,
demonstrati ca AABC = AMNP.
(O.M. Etapa locald Timis 2007 - cls. VI)
1.17. Fie AABC, astfel incat BC = AB + AD, unde D este piciorul bisectoarei
ABC. Aritati cA mBAC = 2-mACB.
(Concursul,, Nicolae Coculescu” 2007 - cls. VII)
1.18. Fie patrulaterul ABCDin care mA = mB = 60°, iar AB= AD + BC. Daci
Oeste punctul de intersectie a diagonalelor, aflati mBOC.
(Concursul ,lon Ciolac” 2006 - cls. VI)
1.19. Fie AABC oarecare si [CM bisectoarea ACD, unde D este un punct al
semidreptei opuse semidreptei [CB. Aratati ca MA+ MB> AC + BC.
(O.M. Etapa locald Tulcea 2006 - cls. VII)
1.20. Fie AABC echilateral cu AR = a. Pe dreapta ACse ia punctul D), astfel incat
CD = bsi Ce(AD). Pe dreapta 4B se ia punctul £ astfel incat BE'= a + b si
B€E(AE). Aratati ca AECD este isoscel.
(O.M. Etapa judeteand Arad 2005 - cls. VI)
1.21. Fie patratul ABCD. Se considera M€(B0), NE(CD) astfel incat [MA este
bisectoarea MNB. Aritati ci [NA este bisectoarea DNM si ca mNAM = 45°,
(O.M. Etapa judeteana Galati 2005 - cls. VI)
1.22. Fie dreptunghiul ABCD si punctele EF€ (BC), Fe (DC), astfel Incat
DAF = FAE. Demonstrati ci, dacd DF + BE = AE, atunci ABCD pitrat.
(O.M. Etapa locald Satu Mare 2005 - cls. VII)
1.23. Fie ABCD un paralelogram in care mBCD >90° si BC> CD. Aritati c3,
daca pentru orice punct M €(DA) si Ne(CB), astfel incat CM L DN rezulta
CM = DN, atunci patrulaterul ABCD este patrat.
(Problema avuta in atentia comisiei 2004 - cls. VII)
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